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ОСОБЛИВОСТІ КОНТАКТУВАННЯ БЕРЕГІВ КРАЙОВОЇ ТРІЩИНИ  
ЗА РУХОМОГО ГЕРЦІВСЬКОГО НАВАНТАЖЕННЯ 
О. П. ДАЦИШИН, А. Ю. ГЛАЗОВ, А. Б. ЛЕВУС 
Фізико-механічний інститут ім. Г. В. Карпенка НАН України, Львів 
Розглянуто контактну задачу теорії пружності для півплощини з крайовою нахиле-
ною тріщиною, береги якої контактують з тертям за герцівського контактного на-
вантаження, яке однонапрямлено переміщається вздовж краю півплощини. Наведе-
но карти контактування берегів тріщини, обчислено коефіцієнти інтенсивності на-
пружень для конфігурацій параметрів, характерних для контактної взаємодії кочен-
ня (коефіцієнти тертя між берегами тріщини і тілами кочення, орієнтація і довжина 
тріщини). 
Ключові слова: тріщина, контактна задача, тертя, герцівське навантаження, 
сингулярне інтегральне рівняння, коефіцієнт інтенсивності напружень. 
У тілах кочення часто поширюються поверхневі тріщини, які спершу ростуть 
під характерним пологим кутом 15°…30° до поверхні кочення [1−4]. У 1935 р. 
Уей вперше в лабораторних умовах зміг отримати такі тріщини, обкатуючи під 
навантаженням один сталевий диск іншим [5]. Відтоді розпочалися спеціальні 
експериментальні та теоретичні дослідження зародження і росту тріщин під час 
кочення [1, 2, 4, 6, 7]. 
Перші теоретичні дослідження у цьому напрямі започатковано у працях Кіра 
зі співавторами для двовимірної модельної задачі, коли вздовж краю пружної 
півплощини, послабленої крайовою нахиленою тріщиною, однонапрямлено пере-
міщається герцівське (еліптичне) навантаження [1] (1983 р.). У 1985 р. Муракамі, 
Канета i Яцузука [8] для розрахунку коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН) 
у тілах кочення використали тривимірну модель: півпростір з півкруговою по-
верхневою тріщиною за рухомого герцівського навантаження (під час кочення з 
проковзуванням кругового циліндра). Обидві схеми широко застосовують для 
досліджень КІН і загалом процесів руйнування в тілах кочення. 
Складність розв’язання таких задач полягає в тому, що за певних розташу-
вань навантаження, яке переміщається вздовж краю півплощини, тріщина може 
бути відкритою або ж закритою (тоді можливе як проковзування берегів з тер-
тям, так і їх зчеплення). Таким чином, маємо складну контактну задачу зі зміша-
ними крайовими умовами. 
Кір і Браянт [1] розв’язали задачу, коли береги тріщини контактують без 
тертя (умови гладкого контакту) або з невеликим тертям по всій довжині тріщи-
ни. З допомогою дислокаційного підходу вони звели вихідну задачу до системи 
двох дійсних сингулярних інтегральних рівнянь (СІР). Розв’язано [9–11] контакт-
ні задачі за умов часткового гладкого контакту берегів крайової нахиленої трі-
щини під час руху герцівського навантаження вздовж краю півплощини. Вони 
зведені до комплексних СІР. Установлено КІН і межі ділянок контакту берегів. 
Найбільше досліджень присвячено розв’язкам, коли береги тріщини контак-
тують з тертям по всій її довжині. Для цього застосовувались різні методи. Най- 
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ширше використано метод скінченних елементів [3, 12, 13]. Також у низці публі-
кацій застосовано методи масових сил [14], граничних елементів [15], вагових 
функцій [16], СІР [17, 18]. Установлені в цих працях максимальні значення КІН KII 
та їх розмах ∆KII в одному циклі переміщення контактного навантаження вико-
ристали для оцінювання контактної довговічності елементів деяких пар кочення. 
Відзначимо важливу працю Бауера [19], в якій для однієї конфігурації пара-
метрів установлено КІН і зображено карти контактування берегів тріщини з ура-
хуванням умов: защемлення, проковзування з тертям, розкриття берегів. Як і в 
праці [1], тут використано метод СІР. Один наближений розв’язок зі спробою 
врахувати защемлення берегів тріщини методом скінченних елементів також от-
римано в праці [20]. 
Нарешті додамо, що огляд і аналіз одержаних результатів у вищенаведених 
публікаціях частково здійснено в праці [21]. 
В усіх вищезгаданих працях досліджували вплив тих чи інших експлуатацій-
них чинників на зміну КІН під час переміщення контактного навантаження вздовж 
краю півплощини, а саме: тертя між тілами кочення і берегами тріщини, довжини 
і орієнтації тріщини, розміру ділянки контакту між тілами кочення, тиску масти-
ла в тріщині. 
Нижче розглянуто початкову стадію росту поверхневої макротріщини в ті-
лах кочення за механізмом поперечного зсуву. В цих умовах спробували досліди-
ти вплив коефіцієнтів тертя між берегами тріщини та між контактуючими тілами, 
а також кута нахилу тріщини до межі тіла на кінетику контактування берегів та 
КІН KI і KII під час взаємного переміщення тіл кочення впродовж одного циклу. 
Для цього розробили алгоритм визначення ділянок контактування берегів тріщи-
ни з урахуванням тертя між ними залежно від розташування контртіла щодо гир-
ла тріщини. Отримані при цьому КІН KII порівнювали з їхніми значеннями за умо-
ви повного контакту берегів тріщини по всій її довжині. Запропоновано умову, 
що дає можливість прогнозувати кут початкової орієнтації тріщини щодо краю 
тіла (краю півплощини) за фіксованих значень інших експлуатаційних параметрів. 
Формулювання задачі та алго-
ритм її числового розв’язування. Не-
хай одне з тіл пари кочення (ведене) 
пошкоджене поверхневою макротріщи-
ною. Замість реального тіла розглядає-
мо у двовимірній постановці пружну 
півплощину з крайовим прямолінійним 
розрізом (тріщиною). Контактний вплив 
на тіло іншого тіла (контртіла) моде-
люємо однонапрямленим повторним 
поступальним переміщенням вздовж 
краю півплощини (рис. 1) герцівських 
контактних зусиль з дотичною складо-
вою 
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де p0 – максимальне значення контактного тиску; f − коефіцієнт тертя проковзу-
вання в контакті між тілами кочення; 2a – довжина ділянки контакту; x0 – відс-
тань між центром ділянки контакту та гирлом тріщини. Розташування ділянки 
контакту відносно гирла тріщини визначає параметр λ = х0/а, відносну довжину 
 
Рис. 1. Геометрично-силова схема задачі; 
В − напрям руху контактного 
навантаження. 
Fig. 1. Geometry-force scheme  
of the problem; В – direction  
of contact load motion. 
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тріщини − параметр ε = l/a, а її орієнтацію − кут β або доповнювальний до нього 
кут β = π − β; тут l – довжина тріщини. 
Якщо контактне навантаження переміщається вздовж краю півплощини, на-
приклад, справа наліво (рис. 1), то можливі три варіанти контактування берегів 
тріщини: вона відкрита, коли навантаження достатньо віддалене справа від її 
гирла, частково закрита та повністю закрита, коли навантаження переміщається 
над її гирлом і рухається далі. Тому можливі відповідно такі крайові умови задачі 
на краю півплощини: 
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− ≤ =⎧σ − τ = ⎨ − > =⎩
 (2) 
і на берегах тріщини: 
 1 1 1( ) ( ) 0,      opN x iT x x L
± ±+ = ∈ ; (3) 
 1 1 1( ) ( ) 0,      slv x v x x L
+ −− = ∈ ; (4) 
 1 1 1( ) sign ( ) ( )cT x f T x N x
± ±⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , 1 slx L∈ . (5) 
Тут контур тріщини L складається зі сукупностей ділянок Lop (на яких тріщина 
відкрита) та Lsl (на яких береги тріщини проковзують). Через fc позначено коефі-
цієнт тертя між берегами тріщини, а через σy і τxy, N і T, v і u − нормальні та дотич-
ні складові відповідно зусиль на краю півплощини, берегах тріщини і перемі-
щень берегів тріщини. Верхні індекси “+” або “−” означають граничні значення 
величин за наближення зліва або справа до контуру тріщини [22]. Знак дотичних 
зусиль Т±(х1) встановлюємо за знаком дотичних зусиль у суцільній півплощині на 
лінії тріщини за герцівського навантаження на краю півплощини.  
Додамо також умову 
 1 1 1( ) ( ) , ,c stT x f N x x L
± ±< ∈  (6) 
яка контролює появу можливого защемлення берегів тріщини. Однак його вплив 
тут не розглядаємо. 
Введемо в розгляд похідну від розриву невідомого вектора переміщень на 
лінії тріщини L у вигляді суми двох функцій [23]: 
 1 2( ) ( ) ( )g t g t g t′ ′ ′= + ,     t ∈ L,  (7) 
де 
 1
2( ) ( ) ( )
1
G dtg t v t v t
ds
+ −⎡ ⎤= −⎣ ⎦+ κ , (8) 
 2
2( ) ( ) ( )
1
iG dtg t u t u t
ds
+ −⎡ ⎤= − −⎣ ⎦+ κ ; (9) 
s – дугова абсциса точки t; G і κ – пружні константи матеріалу. Підставивши ком-
плексні потенціали Колосова–Мусхелішвілі, виражені через функції 1( )g t′  і 2 ( )g t′  
[22, 23], в крайові умови (2)–(5), приходимо до системи СІР [9, 10] 
 Re ( ) Re ( ) , opD P Lτ = π τ τ∈ ; (10) 
   [ ]Im ( ) Re ( ) Im ( ) Re ( ) ,D n D P n P Lτ + τ = π τ + τ τ∈ , (11) 
де 
 1 2( ) I{ } ( ) I{ } ( )opD L g L g′ ′τ = τ + τ , (12) 
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для визначення цих функцій. Тут оператор I{L} задаємо формулою [22] 
 I{ } ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )
L
L t R t t dt S t t dt⎡ ⎤ψ = τ ψ + τ ψ⎣ ⎦∫ , (14) 
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 ,i iT te T e− β − β′= = τ . 
Права частина P(τ) в системі (10), (11) для герцівського (еліптичного) наван-
таження матиме такий вигляд [24, 25]: 
 [ ] 20 Im ( )( ) Re (1 ) ( ) (1 ) ( )( ) i
b dP p if c if if c e
da
β⎧ ⎫⎡ ⎤τ τ⎪ ⎪τ = + τ − − − τ⎨ ⎬⎢ ⎥ ττ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
, (17) 
де ( ) ( ) ( )c a ibτ = τ − τ ; 2( ) 1 ( )a bτ = − τ ; ( ) ib e
a
− βττ = − λ . 
Щоб система (10), (11) була повною, до неї потрібно приєднати рівняння, які 
випливають із співвідношень (8) та (9), а саме [23]: 
 1Im ( ) 0, op
dtg t t L
ds
⎡ ⎤ = ∈⎢ ⎥⎣ ⎦
;  (18) 
 2Re ( ) 0,
dtg t t L
ds
⎡ ⎤ = ∈⎢ ⎥⎣ ⎦
.  (19) 
Перейдемо в системі СІР (10), (11) до безрозмірних координат, використо-
вуючи параметричні рівняння контуру тріщини L 
 ( ) , | | 1,t t L= ω η η ≤ ∈  (20) 
і N відкритих ділянок Lk (k = 1, 2, …, N), обмежених для прямолінійної тріщини 
координатами lk1, lk2 на осі O1x1 (див. рис. 1),  
 2 1 2 1
2 1
( ) , 1,2, ,
2
k k k k
k
k k
l l l lt k N
l l
⎛ ⎞− += ω η = η + =⎜ ⎟−⎝ ⎠
… ,   | | 1, opt Lη ≤ ∈ . (21) 
Тоді шукані функції 
 2 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ), | | 1,g g g t t L′ ′ ′ ′ ′η = ω η ω η = ω η η ≤ ∈ , (22) 
і 
 1 1 1( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) , | | 1,k k k k k kg g g t t L′ ′ ′ ′ ′η = ω η ω η = ω η η ≤ ∈ . (23) 
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Будемо вважати, що невідома функція 2 ( )g′ η  на кінцях тріщини має корене-
ві особливості, тобто 
 22 2( ) ( ) 1 , | | 1g′ η = ϕ η − η η ≤ ; (24) 
такі ж особливості мають функції 1 ( )kg′ η  на кінцях відкритих ділянок 
 21 1( ) ( ) 1 , | | 1, 1,2, ,k kg k N′ η = ϕ η − η η ≤ = … . (25) 
Система СІР (10), (11) матиме однозначний розв’язок за виконання додатко-
вих умов. Коли найближча до гирла тріщини відкрита ділянка (N–а) не перетинає 
край півплощини, ці умови матимуть вигляд 
 
1
1 2
1
( ) 0, 1,2, , i ( 1) 0.kg d k N
−
′ η η = = ϕ − =∫ …  (26) 
Якщо ж N–а відкрита ділянка перетинає край півплощини, то матимемо: 
 
1
1 1 2
1
( ) 0, 1,2, , 1; ( 1) 0 i ( 1) 0.k Ng d k N g
−
′ ′η η = = − − = ϕ − =∫ …  (27) 
Зауважимо, що умови (26) і (27) випливають із забезпечення однозначності 
переміщень за обходу контурів L і Lk, а також із умов обмеженості напружень у 
кутових точках гирла тріщини. 
Зображення шуканих функцій у вигляді (24) і (25) дає змогу застосовувати до 
розв’язування системи СІР (10), (11) з умовами (26), (27) метод механічних квад-
ратур Ґаусса–Чебишова [23] і звести поставлену задачу до розв’язування системи 
алгебричних рівнянь. Розв’язавши цю систему, коефіцієнти інтенсивності напру-
жень ±IK  на кінцях k відкритих ділянок тріщини встановлюємо за формулою 
 1I
( 1)
| ( 1) | , 1,2, ,
( 1)
k
k k
k
K k N± ϕ ±′= π ω ± =′ω ±∓ … , (28) 
а КІН KII у вершині тріщини – за формулою 
 2II
( 1)| ( 1) |
( 1)
K + ϕ +′= + π ω + ′ω + . (29) 
Надалі вважаємо, що під час переміщення контактного навантаження вздовж 
краю півплощини на берегах тріщини формується лише одна (внутрішня або кра-
йова) довільним чином розміщена вздовж тріщини відкрита (вільна від контакту) 
ділянка Lop. Як критерій для визначення розташування такої ділянки приймаємо 
умову, згідно з якою, на її кінцях КІН KI повинен бути додатним. Алгоритм виз-
начення відкритої ділянки складається з трьох частин: постулювання розміщення 
відкритої ділянки, визначення її лівої і правої межі за внутрішнього розташуван-
ня і визначення її правої межі за крайового розташування. На першому кроці ал-
горитму припускаємо, що відкрита ділянка знаходиться біля лівого краю тріщи-
ни, і, фіксуючи її ліву координату в гирлі, змінюємо положення правої, доки ви-
конується умова IK
− > 0. Зміна знаку IK − з додатного на від’ємний вказує на те, 
що досягнуто правого краю відкритої ділянки, зафіксувавши який, повністю виз-
начаємо її положення. Невиконання цієї умови вже на початку алгоритму озна-
чає, що припущення хибне і відкриту ділянку потрібно шукати всередині тріщи-
ни. Для цього фіксуємо положення її правого краю у вершині тріщини та посту-
пово змінюємо положення лівого, починаючи з гирла, доки не виконається умова 
IK
+ > 0, а отже, досягнуто лівого краю відкритої ділянки тріщини. Коли така умо-
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ва не виконується по всій довжині тріщини, вважаємо, що відкрита ділянка від-
сутня і тріщина закрита повністю. Нарешті, маючи ліву координату, змінюємо 
праву в бік вершини тріщини, починаючи від лівої, доки IK
− > 0, тобто до право-
го краю відкритої ділянки, визначивши таким чином її положення всередині трі-
щини. Зауважимо, що в цьому алгоритмі під правим краєм відкритої ділянки трі-
щини розуміємо край, який лежить зі сторони вершини, а під лівим – зі сторони 
гирла тріщини. 
Напрям розвитку крайової макротріщини. Як відомо з експерименталь-
них та інженерних даних [4–6] у тілах кочення часто виникає одна або система 
паралельних крайових, практично прямолінійних, нахилених тріщин. У межах лі-
нійної механіки руйнування теоретично підтверджено [9, 10], що поки крайова 
тріщина росте в зоні стиску (KI < 0) за механізмом поперечного зсуву, то вона 
росте прямолінійно. Загалом кут, під яким поширюється зсувна тріщина в еле-
ментах пар кочення, залежить і від механічних властивостей матеріалів пари, і 
від її експлуатаційних параметрів (тертя в контакті між тілами кочення і між бе-
регами тріщини, напряму кочення, середовища, контактних тисків, приповерхне-
вих залишкових напружень тощо). Своєю чергою цей кут значною мірою впли-
ває і на контактну довговічність, і на глибину ямок викришування (вищерблю-
вання) поверхні кочення. Більшість дослідників [1–3, 10, 12, 17–19] встановлю-
ють цей кут на основі інженерних або експериментальних результатів. 
Тут припускаємо, що найсприятливішим для росту зсувної тріщини буде той 
напрям (кут β = β*), який забезпечує максимальне значення розмаху КІН KII за 
повторного однонапрямленого переміщення контртіла по поверхні тіла з тріщи-
ною (за зміни її відносної довжини ε = l/a). Таким чином, кут β = β*, а також від-
носну довжину ε = ε*, для яких досягається max ∆FII, знайдемо з розв’язку такої 
системи: 
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∂∆ β ε⎧ =⎪ ∂β⎪⎨∂∆ β ε⎪ =⎪ ∂ε⎩
. (30) 
Тут II II 0F ( )K p a= π  – нормоване значення КІН KII; ∆FII = |max ∆FII(λ) – 
– min ∆FII(λ)|. 
Таким чином, задачу зводимо до знаходження екстремуму (максимуму) 
функції двох змінних. На рис. 2 подано поверхні, які чисельно відображають 
результати її розв’язку. Також додамо, що для встановлення значень функції 
FII(λ, ε, β, f, fc) розв’язувалась задача, що сформульована вище, за умови контакту 
з тертям берегів тріщини по всій її довжині. Відсутність защемлення контролю-
ється умовою (6), але не враховується. 
Як бачимо з рис. 2а, всі зображені поверхні мають досить чітко виражений 
екстремум, що, в свою чергу, забезпечує однозначність пари параметрів (ε*, β *=  
= π − β*). Причому цей екстремум для відносної довжини тріщини ε переважно 
реалізується в діапазоні від 2,0 до 2,5. Тільки для fc ≥ 0,2 виникає ще локальний 
максимум на ділянці від ε = 0,1 до 1,0. Загалом, з результатів наведених у таблиці, 
випливає, що зі збільшенням коефіцієнта тертя між берегами тріщини її відносна 
початкова довжина ε*, що забезпечує максимум ∆FII, зростає, тоді як доповню-
вальний кут β * – навпаки зменшується. Як і слід було очікувати, значення розмаху 
КІН KII зі збільшенням fc суттєво спадають, а кути початкового росту тріщини β *, 
наведені в таблиці, узгоджуються з отриманими Уеєм у лабораторних умовах [5]. 
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Залежності, наведені на рис. 2b, вказують на менш виражений взаємозв’язок 
між максимальним значенням розмаху КІН FII та коефіцієнтом тертя між тілами 
кочення f, ніж аналогічні залежності для коефіцієнта fc (рис. 2а). Якщо ж розгля-
нути якісний аспект зміни пари (ε, β ), то тут тенденція діаметрально протилеж-
на: зі збільшенням коефіцієнта тертя f відносна довжина ε* спадає, доповнюваль-
ний кут β * – навпаки збільшується, а max ∆FII практично не змінюється. 
  
Рис. 2. Залежність розмаху КІН II II 0/( )F K p a= π  від відносної довжини тріщини ε  
та доповнювального кута β = π − β для різних коефіцієнтів тертя:  
fc між берегами тріщини; f = 0,1 (а); f між тілами кочення; fc = 0,1 (b). 
Fig. 2. Dependence of SIF II II 0/( )F K p a= π  range on relative length of the crack ε  
and complementing angle β  for different coefficients of friction:  
fc between crack faces; f = 0.1 (а); f between rolling bodies; fc = 0.1 (b). 
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Залежність відносної довжини тріщини ε∗ та доповнювального кута β ∗,  
що забезпечують максимальне значення ∆FII, від коефіцієнта тертя  
між берегами тріщини fc (f = 0,1) / контактуючими тілами f (fc = 0,1) 
fc / f ε∗ = l/a β *= π − β∗, grad max ∆FII 
0,0 2,1 / 2,3 26 / 22 0,4212 / 0,3445 
0,1 2,3 / 2,3 22 / 22 0,3445 / 0,3445 
0,2 2,4 / 2,2 15 / 24 0,2835 / 0,3417 
0,3 2,5 / 2,0 10 / 26 0,2556 / 0,3379 
У підсумку бачимо, що коефіцієнт тертя fc між берегами тріщини суттєво 
впливає на максимальні значення КІН KII під час переміщення контактного на-
вантаження вздовж краю півплощини (по поверхні тіла кочення): його збільшен-
ня виразно зменшує КІН ⏐KII⏐ i max ∆KII. Крім цього, fc суттєво змінює напрям 
(кут β *) розвитку крайової макротріщини. Коефіцієнт тертя між тілами кочення 
мало впливає і на max ∆KII, і на початковий напрям розвитку крайової тріщини 
(див. таблицю). 
Кінетика контактування берегів тріщини. Для діапазону вищенаведених 
коефіцієнтів тертя f та fc, а також для кутів β *, для яких реалізуються max ∆FII, 
розрахуємо довжини ділянок контакту берегів тріщини під час переміщення 
контртіла над її гирлом (за зміни λ). При цьому допускаємо можливість частко-
вого чи повного розкриття тріщини. На рис. 3 зображена і кінетика контакту-
вання берегів тріщини, і залежність КІН FII(λ) за відносної довжини тріщини 
ε = 1,0; тут η = (2t/l) – 1 – нормована довжина тріщини і, таким чином, в точці 
η = −1 знаходиться гирло тріщини, а в точці η = +1 − її вершина. Вибраний спо-
сіб подання результатів ілюструє кореляцію між розміщенням контактних діля-
нок берегів тріщини та нормованими КІН FII, а також їх екстремальними значен-
нями впродовж руху контртіла. 
Аналізуючи кінетику контактування берегів крайової макротріщини (рис. 3), 
бачимо, що під час руху контртіла справа наліво для кутів орієнтації тріщини, вста-
новлених з умови (30), тріщина завжди починає закриватись від гирла (виняток 
лише для fc = 0, коли одночасно зі закриттям тріщини в гирлі вона на якусь мить 
закривається також і в своїй вершині), причому тим швидше, що менший коефі-
цієнт тертя fc між її берегами. Зміна ж коефіцієнта тертя f на швидкість закриття 
тріщини майже не впливає. Береги тріщини починають контактувати одночасно 
із закриттям контртілом її гирла (λ = 1), а після його проходження (тобто для 
λ < –1) тріщина одразу починає розкриватись, і знову ж таки, починаючи з гирла. 
Довжина розкритої ділянки тріщини (береги не контактують) суттєво залежить 
як від f, так і від fc, причому вона зростає зі збільшенням коефіцієнта тертя між 
берегами тріщини, а зі збільшенням коефіцієнта тертя між тілами кочення – нав-
паки зменшується. 
Відмінність між кривими FII(λ) для часткового (суцільні лінії на рис. 3) та 
повного (пунктирні) контакту берегів тріщини для всіх розглянутих випадків не-
значна. Для часткового контакту КІН FII зі збільшенням fc зменшується так само, 
як і за повного контакту берегів тріщини, а за зміни коефіцієнта тертя f залиша-
ється майже незмінним. Максимальні значення КІН KII (рис. 3) як для часткового, 
так і для повного контакту берегів тріщини є однакові, що дає змогу використо-
вувати цей простіший розв’язок для подальших оцінок та розрахунків. Додамо 
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також, що отримані результати корелюють із результатами Кіра і Брайянта [1], 
Рінґсберга і Берґквіста [3] та частково – Бауера [19]. 
 
Рис. 3. Залежність довжини ділянки контакту берегів тріщини та нормованого КІН FII  
від положення контртіла для різних коефіцієнтів тертя між берегами тріщини fc (а)  
та між контактуючими тілами f (b). Відповідні кути *β  взяті з таблиці; ε = 1,0.  
 − контакт берегів;  − береги не контактують. 
Fig. 3. Dependence of the contact section length of crack faces and a normalized SIF FII  
on the position of counterbody for different coefficients of friction between crack faces fc (а) and 
between contacting bodies f (b). Corresponding angles *β  are taken from the Table; ε = 1.0.  
 − contact of crack faces;  − absence of crack faces contact. 
ВИСНОВКИ 
На базі раніше побудованих сингулярних інтегральних рівнянь [9, 10] кон-
тактної задачі для пружної півплощини з крайовою тріщиною за герцівського 
тиску на межі півплощини розроблено алгоритм ітераційної процедури розрахун-
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ку КІН і ділянок контактування берегів тріщини залежно від розташування кон-
тактного навантаження щодо гирла тріщини за умов часткового контакту з тер-
тям її берегів. Для діапазону пологих кутів щодо напряму переміщення контакт-
ного навантаження записано умову для визначення напряму (кута *β ) поши-
рення крайової зсувної макротріщини в тілах кочення. 
Обчислено коефіцієнти інтенсивності напружень і кути поширення крайової 
тріщини, а також побудовано карти контактування її берегів залежно від розта-
шування контактного навантаження для різних конфігурацій експлуатаційних 
параметрів таких, як коефіцієнти тертя між контактуючими тілами (f) та між бе-
регами тріщини (fc), а також кут *β , характерних для тіл кочення, зокрема еле-
ментів системи колесо–рейка. 
Виявлено, що максимальні значення КІН |KII|, а також їх розмах ∆KII (в циклі 
кочення) суттєво зменшуються через збільшення тертя між берегами тріщини і 
незначно зростають зі збільшенням тертя між тілами кочення. 
Часткове розкриття берегів тріщини практично не впливає на максимальні 
значення |KII|, а отже, і на розмах ∆KII. Це дає можливість використовувати роз-
в’язок простішої задачі за контакту берегів по всій довжині тріщини для подаль-
ших оцінок і розрахунків. 
Коефіцієнт тертя fc між берегами тріщини суттєво впливає на характерис-
тичний для тіл кочення кут *β  поширення крайових зсувних макротріщин: що 
більший fc, то пологіший кут *β . 
РЕЗЮМЕ. Рассмотрена контактная задача теории упругости для полуплоскости с 
краевой наклонной трещиной, берега которой контактируют с трением при герцовской 
контактной нагрузки, перемещающейся однонаправлено вдоль края полуплоскости. Пред-
ставлены карты контактирования берегов трещины, вычислены коэффициенты интенсив-
ности напряжений для конфигураций параметров, характерных для контактного взаимо-
действия качения (коэффициенты трения между берегами трещины и телами качения, 
ориентация и длина трещины). 
SUMMARY. The contact problem of the elasticity theory for a half-plane with the edge 
inclined crack, faces of which are in contact with friction under action of Hertzian contact loading 
that moves unidirectionally along the half-plane edge is considered. Maps of the contact of crack 
faces are shown; stress intensity factors for parametres configuration, typical of rolling contact 
interaction (friction coefficients between crack faces and rolling bodies, orientation and length of a 
crack) are calculated. 
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